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容斥原理

A B A B•容斥原理
–Inclusion and Exclusion Principle

–计数时重叠部分不能被重复计算
• 若 |A| = m , |B| = n , AB =  , 则 |AB| = m + n 。

–容斥的计数思想是:

• 先不考虑重叠的情况，把包含于某内容中的
所有对象的数目先计算出来；

•然后再把计数时重复计算的数目排斥出去；

•使得计算的结果既无遗漏又无重复。
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容斥原理
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Inclusion-Exclusion Principle

|||||||||| 212121 AAAASAA  
计算不在 A1 也不在 A2中的元素个数

若x不属于A1 或A2

1 1-0-0+0 = 1
若x 属于A1 但不属于A2

0 1-1-0+0 = 0
若x 属于A2 但不属于A1

0 1-0-1+0 = 0
若x 属于A2 且属于A1

0 1-1-1+1 = 0

两边相等
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计算不满足任意属性的元素.

x不满足任何属性

1 1-0-0…+(-1)m0 = 1
x只满足1个属性

0 1-1-0 …+(-1)m0 = 0

x只满足n个属性, nm

0 C(n,0)-C(n,1)+C(n,2)+…+(-1)mC(n,m)

= C(n,0)-C(n,1)+C(n,2)+…+(-1)nC(n,n) +0… +0

=0
两边相等，同样计算不满足任何属性的元素个数




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………

(x+y)m =C(m,0)xm+ C(m,1)xm-1y+…+C(m,m)ym

If x=1, y=-1

0 = C(m,0)- C(m,1) +…+(-1)mC(m,m)



• 求从1到500的整数中能被6或8除尽的数的个
数。

• [500/6]+[500/8]-[500/24]
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§举例
例 求由a, b, c, d四个字母构成的n位符号串中, a, b, c都

至少出现一次的符号串数目。

解：令A、B、C分别为n位符号串中不出现a, b, c符号的集合。

由于n位符号串中每一位都可取a, b, c, d四种符号中的一个，故
不允许出现a的n位符号串的个数应是3n个，即：
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§举例

0 0 0 1 1 0 1 1 f(x1,x2)

f1 0 0 0 0

f2 0 0 0 1

f3 0 0 1 0

f4 0 0 1 1

f5 0 1 0 0

f6 0 1 0 1

f7 0 1 1 0

f8 0 1 1 1

f9 1 0 0 0

f10 1 0 0 1

f11 1 0 1 0

f12 1 0 1 1

f13 1 1 0 0

f14 1 1 0 1

f15 1 1 1 0

f16 1 1 1 1

1x

2x

)21()21( xxxx 

21 xx 

21 xx 

21 xx 

21 xx 

21 xx 

2x

21 xx 

1x

21 xx 

21 xx 

)21()21( xxxx 

0

1

例. 求完全由n个布尔变量确定的布尔函数的个数。

•f(x1,x2,…xn)中n个
布尔变量的不同的
状态数为2n

•每个状态有0，1两
种取值，
•故f(x1,x2,…xn)的布
尔函数个数为 22

n
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例6。求完全由n个布尔变量确定的布尔函数的个数。

解：设 1 2( , , . . . , )n if x x x x中 不 出 现 的 布尔函数类为： ， 1 , 2 , . . . , .i niA

有1个变量不出现的布尔函数个数为
有2个变量不出现的布尔函数个数为
……

有k个变量不出现的布尔函数个数为
根据容斥原理，满足条件的函数数目为：
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§举例
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例. 求完全由n个布尔变量确定的布尔函数的个数。

•f(x1,x2,…xn)中n个
布尔变量的不同的
状态数为2n

•每个状态有0，1两
种取值，
•故f(x1,x2,…xn)的布
尔函数个数为 22

n



11

§ 举例
例 求不超过120的素数个数。
因112=121，故不超过120的合数必然是2、3、5、7的
倍数，而且不超过120的合数的因子不可能都超过11。
设Ai为不超过120的数 i的倍数集， i=2，3，5，7。
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120 (60 40 24 17) (20 12 8

8 5 3) (4 2 1 1)

27.
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注意：因为27个数中排除
了2，3，5，7四个素数，
又包含了1这个非素数。故
所求的不超过120的素数个
数为：

27+4-1=30
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§举例
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例. 欧拉函数(n)是求小于n且与n互素的数的个数。
解：若n分解为不同素数的乘积 1 2

1 2 . . . ka a a

kn p p p

设1到n的n个数中为pi倍数的集合为Ai

(8)=4

8 = 23，小于8且与8互素有1 3 5 7
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对于pi≠pj, Ai∩Aj既是pi的倍数也是pj的倍数。
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• 例续。欧拉函数(n)是求小于n且与n互素的
数的个数。

260 2 3 5

1 1 1
(60) 60(1 )(1 )(1 ) 16

2 3 5

n



   

    

例如 ，则

即比60小且与60无公因子的数有16个：
7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，
49，53，59，此外还有一个1。

(8)=8(1-1/2) = 4 

8 = 23，小于8且与8互素有1 3 5 7

1 2

1 1 1
(1 )(1 ) (1 )

k

n
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例 求不定方程x1+x2+x3=15,附加约束为0≤x1 ≤ 5, 0≤x2 ≤ 6； 0≤x3 ≤ 7,

求整数解的数目。

解：对于x1+x2+…+xn=r的非负整数解的个数为C(n+r-1,r)

没有约束情况下的不定方程x1+x2+x3=15的非负整数解的个数为
C(15+3-1,15)= C(17,2)

设A1为x1≥6的解， y1+6+x2+x3=15

|A1|= C(9+3-1,9)= C(11,2)

设A2为x2≥7的解， x1+y2+7+x3=15

|A2|= C(8+3-1,8)= C(10,2)

设A3为x3≥8的解，x1+x2+ y3+8=15

|A3|= C(7+3-1,7)= C(9,2)

A1∩A2:  y1+6+y2+7+x3=15 |A1∩A2|= C(2+3-1,2)= C(4,2)

A1∩A3:  y1+6+x2+y3+8=15 |A1∩A3|= C(1+3-1,1)= C(3,1)

A2∩A3:  x1+y2+7+y3+8=15 |A2∩A3|= 1

A1∩A2 ∩A3 :  y1+6+y2+7+y3+8=15; |A1∩A2 ∩A3 |= 0

|A1∩A2 ∩A3|=C(17,2) – C(11,2)-C(10,2)-C(9,2)

+C(4,2)+C(3,1)+1=10
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讨论

• 例:求不定方程x1+x2+x3=15,附加约束为0≤x1 ≤ 10, 

0≤x2 ≤ 10； 0≤x3 ≤ 10,求整数解的数目

• 1=10-x1, 2=10-x2, 3=10-x3

• 1+ 2 + 3 =10-x1+10-x2+10-x3=15, 1, 2, 3≥0

• 1+ 2 + 3 =15     1, 2, 3≥0

• x1+x2+x3=15        0≤x1,x2,x3 ≤ 10

• 显然不成立,所以原解法不具有通用性

• 应加上约束条件

整数解个数相等??

11+2+2=15   1=11   2=2    3=2    找不到对应的x1,x2,x3

1=10-x1, 2=10-x2, 3=10-x3       0≤ 1, 2, 3 ≤ 10
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讨论

• x1+x2+x3=S

• 0≤x1 ≤ m1, 0≤x2 ≤ m2； 0≤x3 ≤ m3

• 1=m1-x1, 2=m2-x2, 3=m3-x3

• 1+ 2 + 3 =m1+m2+m3-S

• 0≤ 1 ≤ m1, 2 ≤ m2, 3 ≤ m3

• 若m1+m2+m3-S ≤min(m1,m2,m3)则
• x1+x2+x3=S   0≤x1 ≤ m1, 0≤x2 ≤ m2； 0≤x1 ≤ m3

• 1+ 2 + 3 =m1+m2+m3-S 1, 2, 3≥0

整数
解个
数相
等
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§举例
例: 错排问题: n个元素依次给以标号1，2，…，n。n

个元素的全排列中，求每个元素都不在自己原来位
置上的排列数。

设Ai为数i在第i位上的全体排列，i=1，2，…，n。因
数字i不能动，因而有：|Ai|=(n-1)!

|Ai∩Aj |=(n-2)!

每个元素都不在原来位置的排列数为

1 2

1 1

... ! ( ,1)( 1)

1
!(1

!

( , 2)( 2)

)
1! 2! !

! ( , )1!

nA A A n C n n

C n n

n
n

C n n

  



      

      



     

!

!
) !(

!) !(

!
) !) (,(

i

n
in

iin

n
ininC 



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• 例. 在8个字母A,B,C,D,E,F,G,H的全排列中,求使
A,C,E,G四个字母不在原来位置上的排列数目。

• 解：8个字母的全排列中，令AA,AC,AE,AG分别表
A,C,E,G在原来位置上的排列，则错排数为：

1 2 3 4 8! (4,1)7 ! (4, 2)6 !

(4, 3)5! (4, 4)4 !

24024

A A A A C C

C C











                
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• 求8个字母A,B,C,D,E,F,G,H的全排列中只
有4个不在原来位置的排列数。

• 解：8个字母中只有4个不在原来位置上，
其余4个字母保持不动，相当于4个元素的
错排，其数目为

1 1 1 1
!(1 )

1! 2! 3! 4!

1 1 1
24(1 1 ) 9

2 6 2

4

4
  



 

 





  

故8个字母的全排列中有4个不在原来位置上的排列数
应为：C(8,4)·9=630
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圆排列

• 圆排列：从n个中取r个的圆排列的排列数为
P(n,r)/r ,     2≤r≤n

• 以4个元素为例
1

2               4

3
1234

1

2               4

3
2341

1

2               4

3
3412

1

2               4

3
4123
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项链排列

• 项链排列：在圆排列的基础上，正面向
上和反面向上两种方式放置各个数是同
一个排列。

• 例 下面两种方式实际上表示的都是3个
元素的同一种排列。

• 从n个中取r个的项链排列的排列数为
P(n, r)/2r,  3≤r≤n

1                     1

2       3            3       2
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§ 容斥原理应用举例
• n对夫妻围坐问题

• 1) n个人围圆桌而坐的方案数

(n-1)!

2) n对夫妻围圆桌而坐且夫妻相邻的方案数

(n-1)! 2n

3) n对夫妻围圆桌而坐且夫妻不相邻的方案数
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§容斥原理应用举例

3) n对夫妻围圆桌而坐且夫妻不相邻的方案数

解: n对夫妻围圆桌而坐,没有约束的方案数为

|S| = (2n-1)!

Ai表示第i对夫妻相邻而坐的集合

|Ai| = 2 (2n -2 )!                共C(n,1)个

|Ai ∩ Aj| = 22 (2n -3 )!      共C(n,2)个

…..

故不相邻的方案数为
22 1 2 1 2 2 2 2 2 3 1 2 1n nn C n n C n n n( ) ! ( , ) ( ) ! ( , ) ( ) ! . . . . . . ( ) ( ) !        

0

1 2 2 1
n

k k

k

C n k n k( ) ( , ) ( ) !


   
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• 4) n 对夫妻围圈而坐，男女相间，且夫妻不相邻
有多少种可能的方案？

解 不失一般性,先排女宾，方案数为( n－1 )!  。
对任一这样的给定方案，顺时针给每个女宾以编号1 , 

2 , ··· , n。
设第i号与第 i + 1号女宾之间的位置为第 i 号位置，1≤ i

≤n－1。第 n 号女宾与第1 号之间的位置为第 n 号位置。
设第 i 号女宾的丈夫的编号也为第 i 号，1≤ i ≤ n。让 n

个男宾坐到上述编号的 n 个位置上。
设 ai是坐在第 i 号位置上的男宾，则 ai ≠ i ，i + 1，
1≤ i ≤n－1；an≠n，1。
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§ 容斥原理应用举例

１ ２ ３ ··· ··· n－１ n

２ ３ ４ ··· ··· n 1

a1 a2     a3 ···     ···    an－1 an

满足这样的限制的排列a1a2 ···an 称为二重错排。
设二重错排的个数为Un，
原问题所求的方案数就是Un ( n－1)！。

这样的限制也即要求在下面3行n列的排列中每列中
都无相同元素。
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设Ai为 ai = i 或 i+ 1 (1≤ i ≤n－1 )，an = n 或1的排列 a1 

a2 ··· an的集合。则

｜Ai｜= 2 (n－1)! ，关键是计算 ∑ |∩Ai|
I ∈￠( n , k) i∈I

也就是从( 1 , 2 ) ( 2 , 3 ) ··· ( n－１, n ) ( n , 1)这n对数
的k对中各取一数，且互不相同的取法的计数。
这相当于从1 , 2 , 2 , 3 ,3 ,4, ···,n－1, n－1, n , n , 1中
取 k 个互不相邻数的组合的计数，条件是
1) 任意两个数在数列中不相邻
2) 首尾的１不能同时取。
无重复不相邻组合的计数：
C’( n , r ) = C ( n－r + 1 , r )

１ ２ ３ ··· ··· n－１ n

２ ３ ４ ··· ··· n 1

a1 a2     a3 ···     ···    an－1 an
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不相邻组合
• 不相邻的组合是指从A={1,2,…n}中取r个
不相邻的数进行组合(不可重)，即不存在
相邻的两个数j, j+1的组合

• 例 n=6,r=3的不相邻组合有

• {1 3 5}{2 4 6}

• 从A={1,2,…n}中取r个不相邻的数进行组
合，其组合数为C(n-r+1,r)
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• 从A={1,2,…n}中取r个不相邻的数进行组合，其组
合数为C(n-r+1,r)

• 证明：设B={b1,b2…br}是一组不相邻的组合，
• 假定b1<b2….<br,令c1=b1, c2 = b2-1,…cr=br-r+1≤n-

r+1,则c1<c2…<cr,{c1,c2…cr}为从{1,2,…n-r+1}中取r个
进行不可重组合

• 反之，从{1,2,…n-r+1}中取r个进行不可重组合构成
{d1,d2…dr},假定d1<d2…<dr

• c1=d1, c2=d2+1,…cr=dr+r-1≤n-r+1+r-1=n
• c1<c2…<cr，ci+1-ci = (di+1+i)-(di+i-1)=di+1-di+1>1,故

ci+1和ci不相邻。{c1,c2…cr}为从={1,2,…n}中取r个不相
邻的数进行组合

• 故从A={1,2,…n}中取r个不相邻的数进行组合与从(n-
r+1)个元素中取r个进行无重组合一一对应，其组合数
为C(n-r+1,r).

0    1    2    3    4

B: {1，3，5，7，9}
C: {1，2，3，4，5}
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• 从1 , 2 , 2 , 3 ,3 ,4, ···,n－1, n－1, n , n , 1中取 k 

个互不相邻数的组合的计数选取数为

C(2n-k+1,k)

• 首尾的１不能同时取。

– 不满足该条件的情况:在首尾两列各取出1后,选取数
为C(2n-4-(k-2)+1,k-2)=C(2n-k-1, k-2)

1 , 2 , 2 , 3 ,3 ,4, ···,n－1, n－1, n , n , 1

2n-4个中选出k-2个两两不相邻的数

无重复不相邻组合的计数：
C’( n , r ) = C ( n－r + 1 , r )

2 1 2 4 2 1 22

2 2

n k n k n kn

k k n k k

( )
( ) ( ) ( )

      
 

 
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• 原问题所求的方案数就是

夫妻围坐问题(ménage problem )：
• sequence A059375 in OEIS

• 这个著名问题由卢卡斯在1891年提出来。
• 1934年，图夏尔给出一个具体表达式，但没有给出证明。
• Until the work of Bogart & Doyle (1986), solutions to the ménage 

problem took the form of first finding all seating arrangements for 

the women and then counting, for each of these partial seating 

arrangements, the number of ways of completing it by seating the 

men away from their wives.

1 0
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5对夫妻(n-1)!Un=3120



§ Mǒbíus反演
Mǒbíus(墨比乌斯)函数

定义 设 n ∈Z+

pi为彼此不同的素数

如 μ( 30) = μ( 2·3·5 ) = (－1)3

μ( 12) = μ( 3·22 )= 0；
对任何素数p,μ(p)=-1;

;;
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August Ferdinand Möbius
• August Ferdinand Möbius(1790-1868, German)

• Möbius travelled to Göttingen where he studied astronomy 
under Gauss.(1813)

• Doctoral thesis (1815)  

• Extraordinary Professor at the University of Leipzig (1816)

• Full Professorship in astronomy at University of Leipzig (1844)

• “His intuition, the problems he set himself, and the solutions that he 
found, all exhibit something extraordinarily ingenious, something 
original in an uncontrived way. He worked without hurrying, quietly 
on his own. His work remained almost locked away until everything 
had been put into its proper place. Without rushing, without 
pomposity and without arrogance, he waited until the fruits of his 
mind matured. Only after such a wait did he publish his perfected 
works. “ 

• Möbius's name is attached to many important mathematical objects 

such as the Möbius function which he introduced in the 1831.

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/PictDisplay/Mobius.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/PictDisplay/Mobius.html


定理 设n ∈Z+

则 ∑ μ( d ) = 
1，若n = 1；

0，若n > 1；d | n
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§ Mǒbíus反演
与Mǒbíus函数密切相关的另一类数论函数是Euler函数

Euler函数: (n)等于小于n的与n互素的正整数个数

证

证明

1 2

1 2 1 2

1 3 1 1 2

1 2

...

( ... ) (

... )

1 1 1
(1 )(1 ) (1 )

k

k

n k

k

A A A

n n n n
n

p p p p p

n n n

p p p p p p p

n
p p p



     

    
 

     

(n)=

   

     

   

若 n>1，

d n

d
n n

d




|

( )
( )  

d n d n

d d
n n

d d

 

| | '

( ) ( )
 

1

1

1 1
k

j

i

d n j I k j i I

d
n n p

d



| ' ( , )

( )
( ( ) ( ) )



  

     

1

1
1

k

i i

n
p

( )


  n ( )

k

k
k

pppn

pppn

...'

,...

21

2
2

1
1



 



§ Mǒbíus反演

则 ( M1 )              ( M2 ) 

定理 ( Mǒbíus反演定理 )设 f ( n )和g ( n )

是定义在正整数集合上的两个函数．
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证 “”设 ( M1 )成立,则有。
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若视f(n)=n, g(n)=(n) ,

由反演公式可得到公式

d | 15

∑(d) = (1) + (3) + (5) + (15)

= 1 + 2 + 4 + 8 = 15

Euler函数: (n)等于小于n的与n互素的正整数个数
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§ Mǒbíus反演
例 圆排列问题

设 a1a2···an 是一个圆排列，则
a2a3···ana1 , ··· ,ana1 ···an－1，看作是相同的。

为了加以区别，必要时把原先的排列称为
线排列。
无重圆排列 (n-1)!

n个位置断开,产生n个不同的线排列

1

3

24

1 32 4

2 43 1

3 14 2

4 21 3



§ Mǒbíus反演

1

1

22

1 12 2

2 21 1

可重圆排列:特指不限重数的圆排列,即从a1,a2,…ar中取
n个做允许重复的圆排列
 经过旋转可一致的两个圆排列视为同一排列;

 一个圆排列在 n 个位置断开形成的 n 个线排列
在元素可重复的情况下，未必都不相同。例如，
d｜n时，由不重复的a1a2 ···ad重复 n/d次构
成的圆排列

(   a1a2 ···ad ) ··· ( a1a2 ···ad )

n d 组
只能形成 d 个不同的线排列。



§ Mǒbíus反演

定义:

若一个圆排列可由一个长度为 k 的线排列
重复若干次形成，则这样的 k 中最小者成
为该圆排列的周期K。
周期为n的一个圆排列中元素的个数（重复
出现的按其重复次数计）称为它的长度T。

1

1

22

K=2

T=4

1

1

12

K=4

T=4



§ Mǒbíus反演
设集合｛1 , 2 , ··· , m｝种元素形成的长度与周期

都是 n 的圆排列的个数为M(n)。

3种元素
长度为4

所有的圆排列共24个
长度与周期都为4的
即M(4) = 18

周期为1

周期为2

周期为4



§ Mǒbíus反演
利用Mǒbíus反演来求M(n)。
若 d｜n , 每个长度与周期都是

d的圆排列可在 d 个位置上断开，
重复 n / d 次形成d个长度为 n 的
可重排列。
对所有长度为n的可重线排列，
均可用长度和周期都是d的圆排
列来表示。

(   a1a2 ···ad    ) ··· ( a1a2 ···ad  )

n   d 组

形成 d个不同的线排列。

(a1a2 ···ad) ··· ( a1a2 ···ad  )

(a2a3 ···a1) ··· ( a2a3 ···a1  )

(ada1 ···ad-1 ) ··· ( ada1 ···ad-1 )

···
K=2; T=4

（ （） ）

（ ）K=4; T=4 （ ）K=1; T=4



§ Mǒbíus反演
长度与周期都是 d 的圆排列的个数为M(d)。
n可重线排列的个数等于dM(d)

∑ d M( d ) = mn

d｜n

由Mǒbíus反演定理

f(n) = mn;        g(n) = nM(n)

M1→M2:
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设长度为 n 的圆排列的个数为T( n )，则
T( n ) ＝ ∑ M( d ) 

d｜n

例 m = { 1 , 2 } ，n = 7     则

M(7) =      ( 27－2 ) = 18

T (7) = ∑ M(d) = M(1) + M(7) = 20
d｜7

1

7

例 m = { 1 , 2 , 3} ，n = 4     则

M ( 4 ) = 1/4( 34－32 ) = 18

T ( 4 ) = ∑ M(d) = M(1) + M(2) + M(4) = 24
d｜4

d=1,2,4

周期为1且长度为1的
圆排列个数

周期为2且长度为2的
圆排列个数
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